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Teorija odvijanja preje z navitka

1. Izpeljava gibalnih enach

Odvijanje preje z navitka je kljucnega pomena pri Stevilnih tekstilnib proce-
sith, saj stabilnost odvijanja neposredno vpliva na uéinkovitost celotnega tek-
stilnega procesa in na kakovost koncnega izdelka. Pri iskanju optimalne obli-
ke navitka in optimalnega natina odvijanja si labko pomagamo z izracuni na
podlagi teoreticnega modela odvijanja. V prvem delu élanka bomo izpeljali di-
Jerencialne enache, ki opisujejo gibange preje pri procesu odvijanja. V drugem
delu bomo opisali ustrezne robne pogoje ter zakon zracnega upora, ki v veliki
meri doloca obliko balona preje med odvijanjem. Tako bomo dobili model od-
vijanja preje, ki je dobro matematiéno definiran, in ki se ga labko lotimo z
orodji numericne matematike. Na ta nacin labko simuliramo odvijanje z na-
vitka polfubne konstrukcije in poiiéemo optimalno resitev.

Kljucne besede: odvijanje prefe, navitki, teorija balonov, napetost v prejfi

Theory of Yarn Unwinding off a Package and Derivation of Differential
Equations

Yarn unwinding off a package plays an essential role in many textile proces-
ses. Stability of yarn unwinding bas a direct influence upon the efficiency of
the entire textile process and upon the quality of a final product. In pursuit of
an optimal design of a package and an optimal unwinding process, the calcu-
lations based on a theoretical model of unwinding can be of great belp. In the
first part of the article a system of differential equations that describe unwin-
ding of the yarn will be derived. The second part is devoted to the derivation
of suitable boundary conditions and to the law of the air drag that conside-
rably effects the form of the balloon. In this way a mathematically well defi.
ned model of yarn unwinding will be obtained which could be solved by using
the tools of numerical mathematics. Yarn unwinding off an optionally desig-
ned package can be simulated and this knowledge used in order to find an op-
timal design of packages.

Keywords: yarn unwinding, packages, balloon theory, yarn tension
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1.0 UvVoD

1.1 Zgodovinski pregled teoreticnih del
o odvijanju preje

Teorija odvijanja preje z navitkov in teorija balona
sta doZivela razmah z delom Padfieldove v 50-ih letih
[1, 2], popravila je Mackove enadbe za balon 3] in jim
dodala ¢len, ki opisuje sistemsko Coriolisovo silo. Poi-
skala je reSitev za enojni balon pri odvijanju s cilin-
dri¢nega navitka pri ustaljenih pogojih. Isto teorijo je
pozneje uporabila za izrafun parametrov velkratnih

TEKSTILEC, 2002, let. 45, §t. 5-6, str. 119-123

zaporednih balonov z navijalnim kotom, razli¢nim od
ni¢, za cilindri¢ne, stoZéaste in votle navitke {11, Kotha-
ri in Leaf sta ponovno izpeljala gibalne enalbe za ba-
lon, vkljudila pa sta tudi vpliv teZnostne sile ter tan-
gentne komponente sile zranega upora (4 31, § po-
modjo obseznih numeriénih izralunov za cilindri¢ne in
stoztaste navitke sta ugotovila, da lahko vpliv teh dveh
sil zanemarimo. Pred nedavnim je Fraser uporabil teo-
rijo moten in pokazal, kako lahko na matematiéno
pravilen nadin iz gibalnih enaéb izkljulimo &asovno
odvisnost 6], Izpeljal je premitne robne pogoje, ki ve-
ljajo za navitke z zelo majhnim kotom navijanja. Fraser
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je tudi ugotovil, da je pri elastiéni preji napetost v ba-
lonu manjsa, prav tako pa tudi njegov radij.

1.2 Privzetki

Pri izpeljevanju enach gibanja za prejo bomo upora-
bili nekaj smiselnih privzetkov:
1. Preja je brez upogibne togosti in ima konstantno
gOstoto in premer.
2. Preja je neraztegljiva (6],
. Zanemarili bomo silo teznosti [4 5],
. Preja se giblje v stojedem zraku. Uporabili bomo
kvadratni zakon zraénega upora [7, 8], :

(NS ]

2.0 IZBIRA KOORDINATNEGA SISTEMA
IN MATEMATICNI OPIS LEGE PREJE

Postavitev koordinatnega sistema pri odvijanju preje
s cilindritnega navitka je prikazana na sliki 1.

Gibanje preje pri odvijanju obitajno obravnavamo v
vetecih se koordinatnih sistemih, kar pomeni, da so
bazni vektorji e; ¢asovno odvisni [9]] tako da velja

dey(t)
at

= o x ¢(t) (1)

kjer je @ vektor kotne hitrosti, ki je v nafem prime-
ru enak @ = we,, w pa je kotna hitrost, s katero se od-
vija preja.

Slika 2: Cilindri¢ni koordinatni sistem
Vsaka tocka ima lastno trojico baznih vektoriev e, eg, ey.

Preja je z matematicnega vidika prostorska krivulja,
ki jo labko zapiemo v parametriéni obliki r = r (5),
kjer je s loéna dolzina [19)) torej dolzina preje od izho-
dis¢a v vodilcu O do izbrane tocke na preji, ki jo dolo-
¢a radij vektor r (slika 1). PoloZaj izbrane tocke na
preji se med odvijanjem spreminja s Casom, tako da
imamo $e dodatni parameter, ¢as ¢, in lahko zapiemo
r =15, 1) = x(s, Hey(t) + p(s, eyt + 2(s, HeLt).

Slika 1: Odvijanje preje s cilindricnega navitka

Prejo odvijamo s hitrostjo V skozi vodilec 0, ki je tudi izhodisée koordinatnega sistema. Toéka Dy je totka dviga, to je todka, v kateri preja zapusti povrii-
no navitka in naprej tvori balon. Totka 04 je togka, kjer se preja zatne odvijati in drseti po navitky. Kot ¢ Je kot navijanja preje na cifindriéni navitek. Vek-

tor ¢ je tangentni vektor na prejo v tocki odvijanja.
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Ker je postavitev navitka in vodilca tak8na, da ima na§
primer os simetrije 2, je prikladno, da namesto karte-
zi¢nega koordinatnega sistema uporabimo cilindri¢ni
koordinatni sistem z osjo 2. V cilindri¢nem koordinat-
nem sistemu tocko opidemo s koordinatami # (odda-
ljenost toc¢ke od osi 2), polarnim kotom § in viino
tocke 2, kot je prikazano na sliki 2.

V vektorski obliki to zapiSemo kot

£(s, £) = r(s, Hep(0(s, 1), 1) + 2(s, DHeyl) (2)

Tu moramo poudariti, da izbrani tocki s koordinata-
mi 7,0,z pripada lastna trojica enotskih baznih vektor-
jev ey, e, ¢y (slika 2). Bazna vektorja e, in ep sta od-
visna tako od ¢asa ¢ kot od koordinate 0, kar je razvid-
no tudi iz zgornjega zapisa vektorja r(s, £).

3.0 KINEMATIKA: HITROST IN POSPESEK TOCKE
NA PREiI

Obravnavajmo gibanje tocke, na katero kaZe krajevni
vekior 1(s, £). Hitrost je popolni odvod krajevnega vek-
torja po ¢asu [9;

drist) or or Js
R

(3)

Ker prejo vleCemo s hitrostjo V proti vodileu, velja
ds/dt= -V, in sledi
or
=fF -V— 4
S pikami nad spremenljivkami oznalujemo delne
odvode po ¢asu. ZapiSemo lahko

. oe,  de, M
¢, = +
r ar Mgt
S WX ep+ éee
(5)
. (?EG + (968 a0
6= T R
=X 69 - ger

Tu smo upostevali enatbo 111, ki velja za vse vriede se
koordinatne sisteme, tako kartezi¢ne kot cilindri¢ne, in
enadhi

de,

% ©
aeg
o

ki sta osnovna lastnost cilindri¢nih koordinatnih si-
stemov, in ju dobimo, ¢e naredimo infinitezimalno
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(neskonéno majhno) rotacijo koordinatnega sistema
okoli osi z za kot 66. Clen r se potem zapise kot
£ =re,+ ré. + e + zé,
=ie, + rgey + fe, + 0 x (re, + ze) )
F Vg Twxr

Vpeljali smo relativno hitrost vy = ey + ileg + ze,,
to je hitrost izbrane rtotke glede na vrtedi se koordi-
natni sistem, Celotna hitrost je potem

Jr

v:Vrcl+wxr—Vg (8)

Pospedek je popolni odvod hitrosti po ¢asu 191;

L =AY
a=-—_
-4 far | a)
dr \dt ds
_ 4 fdr d [dr
o (dt}_v as(dt) ©
=G (o oy @ [ o
ar \ ot ds ds \ 4t ds
Jt? ot ds Js?

Clen 92r/3t2 lahko z uporabo enacb (1) in (6) zapi-
$emo kot

%:‘-z-{i— (e, + rgeg + Ze, + @ x 1)

b, B PP SN N +
50 5t ?ﬁt 1’(‘,‘9 ?"Cg

=re.t+ 7

686989+6§e"+"+“+d) +oxi
ry — ry ——+ ze e XxXr aoxr
a0 o ot z z

-+

=re,+ foxe,+ i'éee + f@eg + ré'eg (10)
~10%, + tw x eg+ Fe, + 2, + DX + 0 X F

= (F - r62)e, + (20 + rf) eyt Fe,

+ o x (e, + 1fey + 2€,) + WX (v, + OX 1) +OX T

St 20xvgteox@xr)+dxr

Uvedli smo relativni pospedek
arel = (- 16 e, + (276 + rb)eg + Fe,
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Clen z meanimi odvodi lahko izrazimo tudi kot

dr 9 () 2
= = Jds (V[.E[+CUX.¥‘)

dsgt  0s \ ot

(in
_ ‘Nrel +oxE
) X s

Celotni pospesek je torej

a=a,+ wavrclm2wa—‘;—r;+wx {wx 1)

(12)

v, Rr
+@xr-2v— Ly
ds s

Uvedemo lahko operator popolnega ¢asovnega od-
voda D, ki sledi gibanju izbrane totke znotraj vrretega
se koordinatnega sistema [6]:

9 J
D=lrorVy 13

Tu smo poudarili, da moramo po ¢asu parcialno od-
vajati samo cilindriéne koordinate r,0 in z, ne pa tudi
cilindricnih baznih vektorjev e,, eg in e,. Na ta nadin
dosezemo, da operator D sledi gibanju tocke znotraj vi-
tecega se koordinatnega sistema. Tako dobimo relaciji

ar
Dr=v -V %83
(14)
N 2
o _ rel 2 r
Der = arc] 2V s + V- {95*2

§ pomotjo operatorja D lahko pospesek zapiSemo
v krajsi obliki:

a=Dr+20x@O+ox(wxs) +oxr (15)

4.0 DINAMIKA: SILE NA INFINITEZIMALNO
KRATKEM ODSEKU PREJE

v tej smeri narasca s

S - zraéni upor

ri(s + ds)

ar
Tg’s+as _T——_Is

Slika 3: Sile na odseku preje
Na odsek preje delujejo sile zaradi napetosti in sila zrad-
nega upora,
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Na infinitezimalno kratek odsek preje z dolino
ds delujejo sile zaradi napetosti T ter sile zaradi zrad-
nega upora, slika 3. Sila zaradi napetosti je vedno v
smeri preje, torej v smeri tangentnega vektorja na
prejo t = dr/ds. Ce obravnavamo odsek preje med lod-
nima dolZinama s in s + ds, potem deluje na odsek na
prvem robu sila

- (T {;—"’;) ® (16)

kjer dobimo predznak ~ zato, ker napetost nateguje
odsek preje. To pomeni, da v to¢ki r(s) napetost us-
tvarja silo, ki kaZe v nasprotno smer kot tangentni vek-
tor t = dr/ds.
Na drugem robu pa imamo silo

('r i) (s +35) an
ds

Masa kratkega odseka preje je m = pds, kjer je p
linearna gostota mase. Drugi Newtonov zakon lahko
torej zapiSemo kot

or
dspa = (T T?._v“) (s +ds) - <T %) (s) + JF (18)

kjer je OF sila zratnega upora. Zgornjo enatbo sedaj
delimo z ds. Iz prvih dveh ¢lenov na desni dobimo po
definiciji odvoda kar d/ds(Tdr/ds). Vpeliemo lahko tudi
linearno gostoto sile zralnega upora f = F/ds. Dobimo
enacho

d ar
pa= E(]-E) + f (19)

Ce v tej enacbi upostevamo izpeljani izraz za pospe-
sek, dobimo

pD%r + 20xDr+wx(@xr)+ dxr1) =

(20)
_ _«2__( ﬁ) L g
a8 a5

To je enacba gibanja preje, ki smo jo iskali. Prvi ¢len
na levi predstavlja relativai pospesek, podobno kot
obicajni drugi odvod po ¢asu v inercialnih koordinat-
nih sistemih. Naslednji trije ¢leni so sistemske (navi-
dezne) sile, ki se pojavijo v neinercialnih vrte¢ih se si-
stemih:

L. -p 20 x Dr predstavija Coriolisovo silo. To silo poz-
namo tudi na zemeljski obli: zaradi vrtenja Zemlje
okrog svoje osi je tir predmetov, ki letijo vodorav-
no, ukrivijen proti desni na severni polobli, in proti
levi na juzni polobli.

2. ~pwx {oxr) kaZe v radialni smeri navzven: to je
dobro znana centrifugalna sila.
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3. - p&» X r ustvari sistemsko silo v sistemih, katerih
kotna hitrost se spreminja s ¢asom (na Zemlji je
skorajda ni).

5.0 POGOJ ZA NERAZTEGLJIVOST

Privzeli smo, da je preja neraztegljiva. Poglejmo, kaj
to pomeni z matematinega vidika. Izberimo si dve
bliznji tocki na preji, A s parametrom § in B s parame-
trom s+0s. Ker je parameter s lo¢na dolZina od izho-
di¢a koordinatnega sistema, ki smo ga postavili na vo-
dilec, je dolZina preje med to¢kama A in B kar ds. Toé-
ki A in B povezuje vektor dr= rq - rg, tako da je raz
dalja med totkama 4 in B enaka |dr|. V limiti ds—0 je
razdalja med toCkama enaka dolzini preje, ki povezuje
tocki, zato velja

|dr| = ds 21

To lahko zapiSemo tudi kot [dr/ds] = 1, s pomogjo
relacije x-x = |x||x| pa dobimo izraz (6]

g

a5 ds =1 @2

Odvajamo izraz (2) po parametru s:

or ar de. g
s s TPt
A S R 2 23)
g ds s ds ¢
or

P .
- e E
o T G Ty G

in izraCunamo skalarni produkt iz enalbe (22), tako
dobimo iskani pogoj za nerazteznost:

2 2 2
KL A =(—a£) +r2(—a§~) +(ﬁ) =1 @4
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