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Dinamika gubanja tkanin

Obnasanje materialov pri gubanju je tema obseinih raziskav Ze od leta 1890.
V zadnjemn obdobju je teorija tankib lupin posplosila analizo z upostevanjem za-
pletenib robnib pogojev. Vendar pa so aproksimacife in predpostavke, ki pred-
stavljajo osnovo oblikovanja modelov, neprimerne pri tekstilnib materialih,
Majhne obremenitve tekstilnib materialov povzrocajo velike napetosti in raztez-
ke, tako da so deformacije nelinearne. V prispeviu je opisan razvoj nelinearne-
ga matematicnega modela za probleme gubanja s predpostavkami, ki so primer-
ne za obnaSanje thanin, Rezultati modela so dobljeni natanéno z numeriénimi
matematicnimi metodami. Uporabljene nelinearne diferencialne enadbe so pos-
plosene v posebno obliko nelienearne enacbe, ki je v celoti integrabilna in anali-
ticno redljiva. Na ta naéin je dobljena dinamicna refitev za tridimenzionaino
gubanje thanin. Te analitiéne refitve so uporabne pri vseh pogofil in niso podvr-
Zene tezuvam pri racunanju povezanil z iskanjem numericnib refitev za visoko
nelinearne probieme. Uporaba navedenega analiticnega pristopa pri raziskavab
konstrukcife in dinamike thanin nam predstavija ulinkovito orodfe za opis in
refevanje muogih znanih problemov v tekstilni in oblacilni tebnologiji.

Kljuéne besede: gubanje thanin, analiticne refitve, Bécklundove matema-
ticne pretvorbe, Klein-Gordonova enalba, nelienarna dinamika tkanine, tridi-
menzionalno gubanje thanine

The Dynamics of Fabric Drape

The buckling bebaviour of engineering materials has been researched exten-
stvely since the 1890's and move recently; thin shell theory bas generalised the
analysis to include complicated boundary condition. However, the approxima-
tions and assumpions which form the basis of engineering models make them
inappropriate for textile materials. Very small stresses on textile materials
cause extremely large strains so that the deformations are bighly nonlinear. In
this paper, we develop a nonlinear mathemtical methods. In the final section,
the nonlinear differental equations used are generalised into a nonlinear evo-
lution equation which is completely integrable and thus solved analytically
obtaining dynamical solution for three-dimensional fabric drape. These analy-
tical solutions are applicable under all conditions and are not subject to com-
putational difficulties associated with finding numerical solutions for highly
nonlinear problems. The use of this analytical approach to fabric mechanics
and dynamics provides us with a very powerful tool to formulate and solve
many long-standing problems in fabric and clothing technology.

Keywords: fabric drape, analytical solutions, Bicklund transformations,
Klein-Gordon equation, nonfinear dynamics, three-dimensional fabric drape
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1.0 UvoD

Tekstilne tkanine imajo razmeroma dobre lastnosii
oblikovanja in gubanja. Danes vemo, da pride do kom-
pleksnih tridimenzijskih deformacij zaradi prav poseb-
ne kombinacije osnovnih mehanskih lastnosti tkanine,

kot je obnasanje tkanine pri raztezanju, strienju, upo-
gibanju in obremenjevanju. Vendar pa so prav te last-
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nosti pogosto vzrok dobro znanih problemov nabira-
nja, gubanja in meckanja gotovih obladil. Bolj ko 8iri-
mo izbor tkanin in podrodje obdelave tekstilij ter pre-
hajamo na izdelavo udobnih obladil za vsak dan iz vse
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tanjdih in lazjih tkanin, vedji in bolj pereéi so problemi
gubanja, nabiranja in meckanja tkanine.

Deformacije tekstilnih materialov zaradi nabiranja,
gubanja in meckanja lahko prikaZemo z matematiénim
modelom, pri ¢emer upostevamo odziv tkanine z veli-
ko napetostjo in raztezkom na majhno obremenitev
pri ustreznih robnih pogojih. V nekaterih primerih,
zlasti ko gre za gubanje tkanine, moramo upoftevati
tudi maso tkanine. Le-ta je pomembna tudi v nekate-
rih primerih deformacijskega povratka, na primer pri
izravnavi zmeckane tkanine. Razen tega je treba izobli-
kovati sploden model teh deformacij ob upostevanju
mehanizmov neelasti¢nosti reologije tkanine, namreé
viskoelasti¢nosti vlakna in trenja med vlakni. Ti meha-
nizmi so namrec zelo pomembni tako za nastanek na-
gubanosti, nabranosti in zmeckanosti tkanine kot za
njen povratek. Razlike med temi vrstami deformacij so
pogosto bolj stvar dejanskega stanja, pogojev v okolju
in uporabnih robnik pogojev kot pa osnovnih meha-
nizmov deformiranja tkanine,

2.0 NELINEARNI MATEMATICNI MODEL
NABIRANJA IN GUBANJA TKANINE

V tem poglavju izhajamo iz predpostavke, da se tka-
nina obnada na linearen elastiten nadin (to pomeni,
da je upogibni moment linearna funkcija ukrivljenosti
tkanine). Mehanski model nabiranja in gubanija elasti¢-
nih materialov lahko izpeljemo z izenalitvijo upogib-
nih momentov tkanine in izrazimo kot nelinearno di-
ferencialno enacho:

2y = _pi2 3
d4y Pl sin g ~ w/
ds? B

5COo8 Y {1a)

kjer sta vhodna parametra tkanine P/B, sila nabiranja
na enoto upogibne trdnosti tkanine in B/w, upogibna
trdnost tkanine na enoto mase, ki je enaka kubu upo-

gibne doliine tkanine (kot je to vpeljal Peirce (1), Ta -

vhodna parametra sta normalizirana glede na dolzino
tkanine /. Odvisna spremenljivka s je normalizirana

f‘u
~x

§=0 0

dy
s =0

Stika 1: Parametri in robni pogoji, uporabljeni za mehan-
ski model nabiranja tkanine
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Slika 2: Numeriéno izraGunana izhodna vrednost modela
gubanja elastitne tkanine, opisanega z enalbo (1), izra-
Zena kot a) profili tkanine; b} dejanska izhodna vrednost,
kot tangente na horizontalo ¢ kot funkcija s vzdelZ krivu-
lie; ¢ ukrivijenost dg/ds in d) sprememba ukrivljenosti
t2yy/ds? za levo polovico nabrane tkanine za vhodne vred-
nosti: (1) PI%/B = 10, (2) PI%/B = 14 in (3) PI2/B = 21,2
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razdalja po profilu nabrane tkanine. Spremenljivka @
je kot med tangento in horizontalo oziroma osjo x//
po profilu nabrane tkanine. Ti spremenljivki sta prika-
zani na stiki 1.

Robni pogoji za eno polovico profila nabrane tkani-
ne {druga polovica je simetriéna prvi polovici} so: pri

= 0 (toCka upogiba), dy/ds = 0 in v tocki najvedje
ukrivljenosti, s = 1 in ¢ = 0, / pa je dolzina nabrane
tkanine, ki je enaka dvakratni dolzini thanine od 5 = 0

do s = 1. Diferencialno enacbo (Ia) lahko sedaj redi-
mo numeriéno z matematiénim izratunom z zanemar-
ljivo majhnimi napakami:

Prikladno je, ¢e vse parametre modela normalizira-
mo glede na dolzino { nabrane tkanine, tako da so vsi
vhodni in izhodni parametri tkanine in spremenljivke
brez dimenzij. Na ta nadin postane model splosno
uporaben za vse vrste problemov nabiranja, gubanja in
medkanja tkanine pri ustreznih robnih pogojih. Na pri-
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Slika 3: Numericno izracunani profili tkanine, ki opisujejo izhodne vrednost modela nabiranja enacbe (1a), ko vhodna
vrednost P/2/8 raste: nadin nabiranja (1,0) v prvem stoplcu, nadin nabiranja (3,2) v drugem stolpeu in nacin nabiranja

{5,4) v tretjem stolpcu.
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mer povelanje vrednosti vhodnega parametra PF/B, ki
ga imamo za »normalizirano silo nabiranjae, bi pri de-
janskem problemu nabiranja pomenilo poveéanje bo-
disi dejanske sile nabiranja B bodisi kvadrata dolZine
profila nabrane tkanine /, oziroma alternativno zmanj-
sanje upogibne trdnosti tkanine B ali pa kake$nokoli
sorazmerno kombinacijo teh sprememb. Pri¢akovali bi,
da je profil ukrivljene tkanine / pri meckanju tkanine
majhen, pri gubanju tkanine vedji, pri nabiranju pa
nekje vmes.

Izra¢unana izhodna vrednost tega modela je ¥ kot
funkcija s, ki jo lahko izrazimo kot profil tkanine. Slika
2 prikazuje izratunane rezultate modela nabiranja tka-
nine z uporabo enatbe (1a) za levo polovice nabrane
tkanine (desna je simetritna glede na levo) na osnovi
predpostavke, da je masa tkanine ni¢ (w = 0), za vhod-
ne vrednosti PI%/B = 10, 14, 21,2. Slika 2(a) prikazuje
dejanske profile nabrane tkanine, ko so osi normalizi-
rane glede na dolzino tkanine 7. Slika 2(b) prikazuje iz-
hodne vrednosti modela: kote tangente na horizontalo
ob tkanini, ¢(s). Slika 2(c) prikazuje ukrivljenost, dy/ds
vzdolz tkanine, ki ponazarja upogibne momente, ko jih
pomnoZimo z upogibno trdnostjo tkanine B. Kot je pri-
kazano na sliki, upogibni momenti naras¢ajo z normali-
zirano silo nabiranja tkanine PI%/B. Slika 2(d) prikazuje
spremembo ukrivljenosti d2yids? vzdolz tkanine. Ta
zadnji parameter je najbolj obfutljiv na spremembo
vhodnih vrednosti, zatorej se sprememba v obliki profi-
lov nabrane tkanine jasno odraza na diagramu d2y/ds?.

2.1 Oblike nabiranja

S tem ko normalizirana vhodna vrednost PI%/B za ta
model nabiranja tkanine raste, mora rasti bodisi sila
nabiranja na enoto upogibne trdnosti tkanine P/B bo-
disi dolzina tkanine, /, ki se nabira. Ko postane vred-
nost PI%/B zelo velika, pride do vigjih kompleksnih ob-
lik nabiranja, kakrine prikazuje slika 3. Zelo verjetno
je, da bo do takih vijih oblik nabiranja prislo pri dol-
gih, zelo clastinih thaninah.

Diagram levo zgoraj na sliki 3 prikazuje tkanino, ka-
tere veednost PI%/B je ravno tolikina, da se zaéne tkani-
na nabirati (PI%/B > 9,87). Prvi stolpec na sliki 3 prika-
zuje enostavno standardno (1,0) obliko nabiranja. Pri
vedjih normaliziranih silah nabiranja se profil tkanine
»boli« ko se konca tkanine priblizujeta in nazadnje do-
takneta. Sledi del povrdine, na kateri tkanina ni nabra-
na 24 < PI¥B < 247, za njo pa pride do $e bolj kom-
pleksne (3,2) oblike nabiranja, ki je prikazana v drugem
stolpcu slike 3. Profil tkanine dobiva obliko »vijugaste
reke«, dokler se stranici tkanine ne dotakneta. Po 3e en-
em delu ravne povriine 452 < PI%/B < 1308, v katerem
tkanina ni nabrana, se profil nabrane tkanine razvije v
(5,4) obliko nabiranja, ki jo prikazuje tretji stolpec slike
3. Ko normalizirana sila nabiranja P/%/B $e naprej raste,
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nastajajo $e bolj kompleksne oblike nabiranja, na pri-
mer oblike (7,6), (9,8), (11,10) ..., ki pa imajo vedno
vmes povrino, na kateri se tkanina ne nabira.

3.0 NELINEARNA DINAMIKA TKANINE

V zadnjem Casu raziskave nelinearne dinamike zelo
hitro napredujejo, $e zlasti na podrodju fizike in tehni-
ke. Omenimo le oceanografijo, ultrakratke impulze v
elektronskih komunikacijah, ki uporabljajo opti¢na vlak-
na, razdirjanje kristalne dislokacije in prenos energije v
kompleksnih bioloskih sistemih. Matematicna analiza
teh problemov ima veliko skupnega z mehanskimi in di-
namiénimi pojavi, ki so povezani z nabiranjem, guba-
njem, medkanjem in podobnimi lastnostmi tkanine.

Matematiéni model bomo izoblikovali na tak nadin,
da bo lahko napovedal natanéno obliko nabrane tkani-
ne v treh dimenzijah. Da bi to lahko naredili, bi bilo
veliko bolj enostavno, ¢e bi nelinearno diferencialno
enacbo (1a) razsirili z dveh na tri dimenzije in jo anali-
titno redili, kot pa, ¢e bi se lotili numeri¢nega izratu-
navanja, tako kot smo to storili v prejnjem poglavju.
Numeriéno izeafunavanje reditev nelinearnih diferen-
ciainih enac¢b je namre¢ lahko izjemno zamudno in
dolgocasno, $e posebej ¢e gre za iteracije (ponavija-
nja), na primer pri trenju med viakni v tkanini. Razen
tega rezultat numerinega izraduna ni vedno stabilen,
ko resitve postanejo kaoti€ne zaradi specifiénih vredno-
sti vhodnih parametrov. Takim problemom bi se popol-
noma izogniti, & bi nalli resnicno analitiCne reditve za
enacbo (1a), saj bi bile le-te splodno uporabne in bi se
nanasake neposredno na mehanske lastnosti thanine.

V prej$njem poglavju smo z numeriénim izratunom
izdelali model deformacij nabiranja in gubanja tkani-
ne. Predpostavimo, da je tridimenzijsko gubanje tkani-
ne podobno obnadanju toka v nelinearni dinamiki te-
kotine. Na isti nacin kot nastane v vodi dvodimenzijski
val in se Siri po povrdini, se deformira tudi del tkanine
(upogne, nabere, skréi ali raztegne) in ta deformacija
potuje nit za nitjo po povrdini in prehaja v tridimenzij-
sko obliko gubanja,

V dvajsetih letih tega stoletja sta Klein in Gordon iz-
peljala relativisticno enacbo za nabit dellek v elekiro-
magnetnem polju z uporabo nedavno odkritih idej
kvantne teorije. Klein-Gordonova enacha je matematic-
na posploditev nelinearne diferencialne enalbe (1a)
gubanja tkanine. Klein-Gordonova druzina enalb se ne
spremeni z Lorentzovo pretvorbo, kar pomeni, da je
moZno, ko je reditev enkrat znana, dobiti neskonéno
Stevilo drugih reditev s koordinatnimi pretvorbami.
Prav poseben ¢lan Klein-Gordonove druzine enalb, t.i.
»sine-Gordonova« enacba, se reducira v:

i—Iﬁ%-~—C?—z—g%hsinyf):(}t (23)

¢t pr ax?
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Enathe v Klein-Gordonovi druZini enach (vkljutno z
enatbo (1a)) lahko dobimo iz te enatbe s koordinati-
mi pretvorbami. Sine-Gordonovo enatbo so uporabili
tudi pri mehanskih modelih, pri prenasanju magnetne-
ga toka v velikem Josephsonovem spoju za superpre-
vodnike, prenasanju ultrakratkih opti¢nih impulzov v
opti¢nih viaknih in v enotni reoriji elementarnih delcev.

Sine-Gordonova enacba je veljala za neredljivo vse
do razvoja matemati¢nih Bicklundovih pretvorb
(Béicklund Transformations) v teoriji osamljenega ali
posaminega vala (solitary wave theory). Danes vemo,
da je ta enacba nelinearna diferencialna enacba, ki jo
je mogote integrirati, kar pomeni, da lahko dobimo
prave analitiéne reditve, ki niso kaoti¢ne, za katerikoli
razpon spremenljivk x in . Tem reSitvam pravimo resi-
tve osamljenega vala ali posami¢nega vala, ki jih lahko
analitiéno opiSemo in iz ene reditve dobimo neskond-
no $tevilo drugih reditev z uporabo Bickiundaovih pre-
tvorb (popolnoma algebrai¢en postopek).

Bicklundove pretvorbe so posploSitve povrsin kon-
stantno negativne ukrivljenosti. (Ustrezno matematic-
no razfago najdemo pod (2]} Te enatbe pretvarjajo na-
videzno krogelno povr$ino v drugo povriino enake ce-
lotne ukrivljenosti. Na obeh povrSinah se linije ukriv-
lienosti ujemajo, ¢rta ustreznih tock je tangenta v teh
to¢kah na povriino in ima konstantno dolZino. Ravni-
ne tangent se v ustreznih to¢kah sreCajo pod konstant-
nim kotom.

Vzemimo, da je w suplementarni kot med sekajodi-
ma se zemeljskima (geodetskima) ¢rtama, tako da sta
nadi koordinati polarni zemeljski (geodetski) Crti, kot
prikazuje slika 4. Parametra @ in § predstavljata asimp-
totiéni &rti. Ko poznamo pretvorbe dane navidezne
krogelne povrdine, postane Gaussova enacba taka:

2w

= §in @ CO§ W (2b)
dadf

Le-ta je znana tudi kot sine-Gordonova enacba pri
»znadilnihe« koordinatah, kier je @ =1/2(x - ¢f) in f§ =
12(x + ct).

slika 4: Polarni zemeljski (geodetski) parametri v diferen-
ciaini geometriji za Bécklundove pretvorbe
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Ce je w = ¢ (a, /) reSitev enatbe (2b), je wy =
@ (am, fim) tudi reditey, kjer je m konstanta. Potemta-
kem lahko z resitvijo te enatbe dobimo iz ene navidez-
ne krogelne povrdine neskontno $tevilo drugih navi-
deznih krogelnih povréin. Lamb 13] je ponovno vpeljal
standardno Bicklundovo pretvorbo sine-Gordonove
enalbe (2b), ki pusca enatbo nespremenjeno, in upo-
rabil to pretvorbo za izoblikovanje vecvalovnih resitev.
Slika 5 prikazuje analiti¢no reditev, znano kot »nepre-
mi¢ni potivalnik« (stationary breather), ki je matema-
tiéno izrazena takole:

Y(x, t) = 4 arctan V 3)
kjer je
V= (1-4H12 sin{A(t ~ to) }

A cosh{{1 = AR V2(x - xo)

in predstavlja $e eno reditev sine-Gordonove enacbe.
Ta resni¢no analitiéna reditev ustreza na8i izraCunani
numeriéni reditvi za nabiranje tkanine, kjer se tkanina
guba bodisi navzgor v nasprotni smeri sife teZnosti bo-
disi navzdol v smeri sile teZznosti, kot je prikazano na
sliki 5.

Na sliki 6 je prikazan primer enc od mnogih reditey,
ki jih lahko dobimo z uporabo Bicklundovih pretvorb,
dvo-valovno resitev:

4 arctan(fy + lg))
Ay =2,

)

exp Agx + Ay + pg —expAx + Uy gty
1 +expf; +6,

za sine-Gordonovo enacbo (2), kjer pride do neli-
nearnega tréenja obeh krivalj s faznim premikom .

Slika 5: Matematiéni »nepremiéni pocivalnike, analitiCna
reSitev (enacba 3) za sine-Gordonovo enacbo (2}, ki ustre-
za nadi numeriéni reditvi za nabiranje ali gubanje tkanine
na slikah 2 in 3
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Slika 6: 2-valovna reditev (enacba 4) sine-Gordonove
enathe (2)

Na kratko fahko povzamemo, da danes lahko izdela-
mo dinamiten model tridimenzijskega gubanja tkanine
z uporabo sistema osamljenega vala, ki ga je mogoce
integrirati oziroma ustreznih enacb, iz katerih lahko
dobimo prave analititne reditve, ki nam dajo vse sile
in momente v tkanini in geometriji nagubane tkanine.

4.0 SKLEP

Prikazali smo uporaben matematiéni model dvodi-
menzijske deformacije nabiranja, gubanja in meckanja
tkanine, za katerega smo analizirali cel spekter nume-
ri¢no izraCunanih re$itev. Matematiéno natanéno smo
opisali profile nabrane oziroma nagubane tkanine ka-
kor tudi enostavne in vidje kompleksne oblike defor-
macije tkanine, ki nastanejo pri razliénih vrednostih
mehanskih parametrov tkanine pri danem skupku rob-
nih pogojev. Lastnosti tkanin, ki smo jih upodtevali pri
matematiéni analizi, vkljucujejo upogibno trdnost tka-
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nine in upogibno dolZino oziroma upogibno trdnost
na enoto mase tkanine.

Pokazali smo, kako naj bi z osnovnim matematitnim
pristopom napovedovali dinami¢no obna$anie tkanine
in tekstilnega materiala pri obdelavi in krojenju, s tem
da bi enostavno redili dolodene primere matematiénih
diferencialnih enac¢b, ki jih priftevamo v druZino
Klein-Gordonovih enach.

Pri teh enachah je tudi zelo pomembno, da so bile
njihove analiti¢ne (t.i. refitve osamljenega vala) reditve
matemati¢no dokazane in so uporabne pri vseh pogo-
jih. Razen tega se izognemo tezavam pri ratunanju, ko
is¢emo numerifne reitve za visoko nelinearne probie-
me. Uporaba tega analiti¢nega pristopa v mehaniki in
dinamiki tkanine je zelo uéinkovito orodje pri reSeva-
nju Stevilnih perecih problemov v tekstilni in obladilni
tehnologiji.
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